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1 作用量
廣義相對論中的作用量分爲三個部分：第一，時空的作用量，卽 Einstein-Hilbert 作用量；第二，物質場

的作用量；第三，邊界項，其中 Gibbons-Hawking-York 邊界項是比較常用的邊界項。

S = SEH + SM + SB (1.1)

本章節先討論作用量的前兩個部分，其中，我們討論更一般的帶宇宙學常數 Λ 的情況，
SEH =

1

2κ

ˆ
(R− 2Λ) ϵ

SM =

ˆ
LM ϵ

(1.2)

1.1 Einstein-Hilbert 作用量的變分
Eistein-Hilbert 作用量的變分包含體元 ϵ 的變分和 Ricci 標量 R 的變分。
首先考慮 ϵ 的變分，

ϵ =
√
g (dx1)a1

∧ ... ∧ (dxn)an
(1.3)
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對於 g，

δg = sgn(det g) ∂

∂gµν

(
det{gρσ}

)
δgµν

= sgn(det g) det{gρσ}gµνδgµν (1.4)

注意到，

gµνδg
µν + gµνδgµν = 0

=⇒ gµνδgµν = −gµνδg
µν (1.5)

更一般地，還有，

gµνδg
νρ + gνρδgµν = 0

=⇒ δgµν = −gµρgνσδg
ρσ (1.6)

所以，可以認爲，
∂gµν
∂gρσ

= −gµρgνσ 實際上，gµν =
Gµν

det{gρσ} (1.7)

其中 Gµν 是方陣 {gµν} 中的元素 gµν 的代數餘子式。將(1.5)代入(1.4)，

δg = −g gµνδg
µν (1.8)

再代入(1.3)，得到適配體元的變分，

δϵ = −1

2
gµνδg

µνϵ = −1

2
gabδg

abϵ (1.9)

再考慮 δR，
δR = Rabδg

ab + gabδRab (1.10)

其中，在任意參考系 {xµ} 下，

δRab = δRc
acb =δ

(
2∂[cΓ

c
b]a + 2Γc

d[cΓ
d
b]a

)
=∂cδΓ

c
ba − ∂bδΓ

c
ca

+ (δΓc
dc)Γ

d
ba + Γc

dcδΓ
d
ba − (δΓc

db)Γ
d
ca − Γc

dbδΓ
d
ca 注意到，Γc

dbδΓ
d
ca = Γd

cbδΓ
c
da

=
(
∂cδΓ

c
ba + Γc

dcδΓ
d
ba − Γd

caδΓ
c
db − Γd

cbδΓ
c
ad

)
−
(
∂bδΓ

c
ca − Γd

baδΓ
c
cd

)
=∇cδΓ

c
ba −∇bδΓ

c
ca (1.11)

代入(1.10)，

δR = Rabδg
ab + gab (∇cδΓ

c
ba −∇bδΓ

c
ca)

= Rabδg
ab +∇a

(
gbcδΓa

bc − gabδΓc
cb

)
(1.12)

將(1.9)、(1.12)代入 Einstein-Hilbert 作用量，得到，

δSEH =
1

2κ

ˆ
(δR ϵ+ (R− 2Λ) δϵ)

=
1

2κ

ˆ (
Rabδg

ab +∇a

(
gbcδΓa

bc − gabδΓc
cb

)
− 1

2
(R− 2Λ) gabδg

ab

)
ϵ

=
1

2κ

ˆ (
Rab −

1

2
gabR+ Λ

)
δgab ϵ+

1

2κ

ˆ
∇a

(
gbcδΓa

bc − gabδΓc
cb

)
ϵ (1.13)

可以看到，在(1.13)中，就已經出現了一個邊界項。它是一個全散度的積分，但是與一般的邊界項不同，它并
不等於零，這將在第 2 章中予以討論。
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1.2 物質部分作用量的變分
物質場作用量的變分，

δSM =

ˆ (
∂LM

∂gµν
δgµν ϵ+ LM δϵ

)
(1.14)

代入(1.9)，得到，
δSM =

ˆ (
∂LM

∂gµν
− 1

2
gµνLM

)
δgµν ϵ (1.15)

注意到，

g−1 gµν =
∂g−1

∂gµν

= − 1

g2
∂g

∂gµν

=⇒ gµν = −1

g

∂g

∂gµν
(1.16)

這裏我們可以驗證(1.7)，
∂g

∂gµν
=

∂gρσ
∂gµν

∂g

∂gρσ
= (−gρµgσν) g g

ρσ = −g gµν (1.17)

將(1.16)代入(1.15)，

δSM =

ˆ (
∂LM

∂gµν
+

1

2g

∂g

∂gµν
LM

)
δgµν ϵ

=

ˆ (
∂LM

∂gµν
+

1
√
g

∂
√
g

∂gµν
LM

)
δgµν ϵ

=

ˆ
1
√
g

∂
(√

gLM

)
∂gµν

δgµν ϵ (1.18)

令 − 2√
g

∂(
√
gLM)

∂gµν (dxµ)a (dx
ν)b = Tab，最終得到，

δSM = −1

2

ˆ
Tabδg

ab ϵ (1.19)

1.3 作用量前兩項的變分
通過 1.1 和 1.2 節的計算，我們得到了作用量前兩項的變分，

δ (SEH + SM ) =
1

2κ

ˆ (
Rab −

1

2
gabR+ Λ

)
δgab ϵ− 1

2

ˆ
Tabδg

ab ϵ

+
1

2κ

ˆ
∇a

(
gbcδΓa

bc − gabδΓc
cb

)
ϵ (1.20)

其中，物質的能動量張量爲，
Tab = − 2

√
g

∂
(√

gLM

)
∂gµν

(dxµ)a(dx
ν)b (1.21)

在本筆記的最後，我們還會討論塵埃和電磁場的能動量張量。

2 邊界項
對 Einstein-Hilbert 作用量變分，我們會得到一個全散度的積分，

B =
1

2κ

ˆ
∇a

(
gbcδΓa

bc − gabδΓc
cb

)
ϵ

=
1

2κ

˛
∂M

(
gbcδΓa

bc − gabδΓc
cb

)
na ϵ̃ (2.1)
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在邊界上，度規的變分爲零，而度規變分的微分只有沿超曲面切向的投影才爲零。因爲(2.1)含有仿射聯絡係
數，所以并不等於零。

需要引入邊界項抵消 B 的作用，
SB = −

ˆ
∇aA

a ϵ (2.2)

其中，
Aa = gbcΓa

bc − gabΓc
cb (2.3)

2.1 邊界項中的矢量是否坐標依賴
坐標變換 {xµ} 7→ {yµ}。下面先計算仿射聯絡係數的變換，

∂′
νg

′
ρσ =

∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
∂xτ

∂yσ
∂κgλτ +

∂xκ

∂yν
∂κ

(
∂xλ

∂yρ
∂xτ

∂yσ

)
gλτ

=
∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
∂xτ

∂yσ
∂κgλτ +

∂

∂yν

(
∂xλ

∂yρ
∂xτ

∂yσ

)
gλτ

=
∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
∂xτ

∂yσ
∂κgλτ +

(
∂2xλ

∂yν∂yρ
∂xτ

∂yσ
+

∂2xλ

∂yν∂yσ
∂xτ

∂yρ

)
gλτ (2.4)

帶入仿射聯絡係數的表達式，

Γ′µ
νρ = g′

µσ 1

2
(∂′

νg
′
ρσ + ∂′

ρg
′
νσ − ∂′

σg
′
νρ)

=
∂yµ

∂xσ

∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
Γσ
κλ+g′

µσ
gλτ

1

2

(
∂

∂yν

(
∂xλ

∂yρ
∂xτ

∂yσ

)
+

∂

∂yρ

(
∂xλ

∂yν
∂xτ

∂yσ

)
− ∂

∂yσ

(
∂xλ

∂yν
∂xτ

∂yρ

))
=

∂yµ

∂xσ

∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
Γσ
κλ+g′

µσ
gλτ

1

2

(
∂2xλ

∂yν∂yρ
∂xτ

∂yσ
+

∂2xλ

∂yν∂yσ
∂xτ

∂yρ
+

∂2xλ

∂yρ∂yν
∂xτ

∂yσ
+

∂2xλ

∂yρ∂yσ
∂xτ

∂yν
−

∂2xλ

∂yσ∂yν
∂xτ

∂yρ
− ∂2xλ

∂yσ∂yρ
∂xτ

∂yν

)

=
∂yµ

∂xσ

∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
Γσ
κλ+g′

µσ
gλτ

1

2

(
∂2xλ

∂yν∂yρ
∂xτ

∂yσ
+

∂2xλ

∂yρ∂yν
∂xτ

∂yσ

)
=

∂yµ

∂xσ

∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
Γσ
κλ + gκ1κ2

∂yµ

∂xκ1

∂yσ

∂xκ2
gλτ

∂2xλ

∂yν∂yρ
∂xτ

∂yσ

=
∂yµ

∂xσ

∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
Γσ
κλ + gκτ

∂yµ

∂xκ
gλτ

∂2xλ

∂yν∂yρ

=
∂yµ

∂xσ

∂xκ

∂yν
∂xλ

∂yρ
Γσ
κλ +

∂yµ

∂xλ

∂2xλ

∂yν∂yρ
(2.5)

帶入 Aa 分量的表達式，得到 Aµ 的變換關係，

A′µ = g′
νρ
Γ′µ

νρ−g′
µν
Γ′ρ

ρν

=
∂yµ

∂xσ
Aσ+g′

νρ ∂yµ

∂xσ

∂2xσ

∂yν∂yρ
−g′

µν ∂yρ

∂xσ

∂2xσ

∂yρ∂yν

=
∂yµ

∂xσ
Aσ + gκλ

(
∂yν

∂xκ

∂yρ

∂xλ

∂yµ

∂xσ
− ∂yµ

∂xκ

∂yν

∂xλ

∂yρ

∂xσ

)
∂2xσ

∂yν∂yρ
(2.6)

注意到(2.6)的第 2 項，

gκλ
(
∂yν

∂xκ

∂yρ

∂xλ

∂yµ

∂xσ

)
∂2xσ

∂yν∂yρ
= gκλ

∂yν

∂xκ

∂yρ

∂xλ

(
∂

∂yν

(
∂yµ

∂xσ

∂xσ

∂yρ

)
− ∂xσ

∂yρ
∂

∂yν

(
∂yµ

∂xσ

))
= −gκλ

∂yν

∂xκ

∂yρ

∂xλ

∂xσ

∂yρ
∂

∂yν

(
∂yµ

∂xσ

)
= −gκλ

∂yρ

∂xλ

∂xσ

∂yρ
∂2yµ

∂xκ∂xσ

= −gκσ
∂2yµ

∂xκ∂xσ
(2.7)
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以及(2.6)的第 3 項，

−gκλ
(
∂yµ

∂xκ

∂yν

∂xλ

∂yρ

∂xσ

)
∂2xσ

∂yν∂yρ
= −gκλ

∂yµ

∂xκ

∂yν

∂xλ

(
∂

∂yν

(
∂yρ

∂xσ

∂xσ

∂yρ

)
− ∂xσ

∂yρ
∂

∂yν

(
∂yρ

∂xσ

))
= gκλ

∂yµ

∂xκ

∂yν

∂xλ

∂xσ

∂yρ
∂

∂yν

(
∂yρ

∂xσ

)
= gκλ

∂yµ

∂xκ

∂xσ

∂yρ
∂2yρ

∂xλ∂xσ
(2.8)

= gκλ
(
∂xσ

∂yρ
∂

∂xσ

(
∂yµ

∂xκ

∂yρ

∂xλ

)
− ∂xσ

∂yρ
∂yρ

∂xλ

∂2yµ

∂xκ∂xσ

)
= gκλ

∂

∂yρ

(
∂yµ

∂xκ

∂yρ

∂xλ

)
− gκσ

∂2yµ

∂xκ∂xσ

帶入有，
A′µ =

∂yµ

∂xσ
Aσ + gκσ

(
−2

∂2yµ

∂xκ∂xσ
+

∂

∂yρ

(
∂yµ

∂xκ

∂yρ

∂xσ

))
(2.9)

可見矢量場 Aa 是坐標依賴的。

2.2 邊界項的變分
我們希望通過對邊界項變分，抵消掉 B，這是顯然可以達到的，實際上，

SB = −
ˆ

∇aA
a ϵ = −

˛
Aana ϵ̃

=⇒ δSB = −
˛
∂M

δAana ϵ̃

= −B −
˛
∂M

(
Γa

bcδg
bc − Γc

cbδg
ab
)
na ϵ̃

= −B (2.10)

2.3 Gibbons-Hawking-York 邊界項
2.3.1 一個比較麻煩的推導

邊界項在變分時只要僅相差 δgab 的倍數，實際上就是等同的。
Gibbons-Hawking-York 邊界項爲，

SGHY =
1

κ

˛
∂M

K ϵ̃ (2.11)

對其進行變分，
δSGHY =

1

κ

˛
∂M

(
δK ϵ̃+K δϵ̃

)
(2.12)

我們知道 √
h =

√
g/f，那麽 δϵ̃ 將只與 δgab 有關，在邊界上這一項不帶來影響，所以，

δSGHY =
1

κ

˛
∂M

δK ϵ̃ (2.13)

對於外曲率標量的變分，

δK = (∇anb) δg
ab − gabncδΓ

c
ab (2.14)

第一項在邊界爲零，所以，
δSGHY = − 1

κ

˛
∂M

ncg
abδΓc

ab ϵ̃ (2.15)
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對被積分的部分進一步化簡，

gabδΓc
ab = gabgcd

1

2

(
∂aδgbd + ∂bδgad − ∂dδgab

)
+ gab

1

2

(
∂agbd + ∂bgad − ∂dgab

)
δgcd (2.16)

(2.16)的第二項在邊界處爲零，所以，

δSGHY = − 1

κ

˛
∂M

gabgcd
(
∂aδgbd −

1

2
∂dδgab

)
nc ϵ̃

= − 1

κ

˛
∂M

ncgab
(
∂aδgbc −

1

2
∂cδgab

)
ϵ̃ (2.17)

對於 B，卽(2.1)，我們將被積分的部分進行化簡，

gbcδΓa
bc − gabδΓc

cb

=gbcgad
1

2

(
∂bδgcd + ∂cδgbd − ∂dδgbc

)
+ gbc

1

2

(
∂bgcd + ∂cgbd − ∂dgbc

)
δgad

− gabgcd
1

2

(
∂bδgcd + ∂cδgbd − ∂dδgbc

)
− gab

1

2

(
∂bgcd + ∂cgbd − ∂dgbc

)
δgad (2.18)

(2.18)的第二、四項僅含 δgab，在邊界處爲零，所以，

B =
1

2κ

˛
∂M

(
gbcgad

1

2

(
∂bδgcd + ∂cδgbd − ∂dδgbc

)
− gabgcd

1

2

(
∂bδgcd + ∂cδgbd − ∂dδgbc

))
na ϵ̃

=
1

2κ

˛
∂M

gabgcd
(
− ∂bδgcd + ∂dδgbc

)
na ϵ̃

=
1

2κ

˛
∂M

nagbc
(
− ∂aδgbc + ∂cδgab

)
ϵ̃ (2.19)

我們會得到，
δSGHY + B = − 1

2κ

˛
∂M

ncgab
(
∂aδgbc

)
ϵ̃ (2.20)

由於在邊界上 δgab 恆爲零，所以，

hd
a∂dδgbc = 0 (2.21)

=⇒ ∂aδgbc = ϵ ndna∂dδgbc

=⇒ncgab∂aδgbc = ϵncndnb∂dδgbc (2.22)

那麽，
δSGHY + B = − 1

2κ

˛
∂M

ϵncndnb∂dδgbc ϵ̃ (2.23)

下面我們來證明這個積分是零：利用 nanb∇anb = 0，

0 =

˛
∂M

δ(nanb∇anb) ϵ̃

=⇒ 0 =

˛
∂M

nanb
(
− ncδΓ

c
ab

)
ϵ̃

=⇒ 0 =

˛
∂M

−nanbnc
1

2
gcd
(
∂aδgbd + ∂bδgad − ∂dδgab

)
ϵ̃

=⇒ 0 =

˛
∂M

−1

2
nanbnd

(
∂aδgbd + ∂bδgad − ∂dδgab

)
ϵ̃

=⇒ 0 =

˛
∂M

−1

2
nanbnd

(
∂aδgbd

)
ϵ̃ (2.24)

得證。
所以，

δSGHY + B = 0 (2.25)
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2.3.2 更簡單直接的推導

還是考慮 Gibbons-Hawking-York 邊界項的變分，

δSGHY =
1

κ

˛
∂M

δK ϵ̃

=
1

κ

˛
∂M

δ(∇ana) ϵ̃

=
1

κ

˛
∂M

δ
(
(gab − ϵnanb)∇anb

)
ϵ̃

=
1

κ

˛
∂M

(gab − ϵnanb)
(
− ncδΓ

c
ab

)
ϵ̃ (2.26)

其中用到了 nb∇anb = 0，（爲了避免與 hab 在超曲面上的逆變形式 hab 混淆，我們不使用通常文獻中的符號系
統，卽 hab = ha

cg
bc）。進一步化簡被積分的部分，

(gab − ϵnanb)
(
− ncδΓ

c
ab

)
=− nc(g

ab − ϵnanb)
1

2
gcd
(
∂aδgbd + ∂bδgad − ∂dδgab

)
(2.27)

注意 δgab 的導數向超曲面做投影后爲零，卽(2.21)，最終有，

(gab − ϵnanb)
(
− ncδΓ

c
ab

)
=nc(g

ab − ϵnanb)
1

2
gcd
(
∂dδgab

)
(2.28)

所以，
δSGHY =

1

κ

˛
∂M

1

2
nc(gab − ϵnanb)

(
∂cδgab

)
(2.29)

與(2.19)對比，并注意到(2.22)，直接得到，

δSGHY + B = 0 (2.30)

3 物質場的能動量張量
根據 1.2 節的推導，物質場的能動量張量爲，

Tab =

(
−2

∂LM

∂gµν
+ gµνLM

)
(dxµ)a(dx

ν)b = − 2
√
g

∂
(√

gLM

)
∂gµν

(dxµ)a(dx
ν)b (3.1)

下面的推導會用到一些我自創的符號。

3.1 塵埃的能動量張量
塵埃的作用量爲，

Sdust =

ˆ
ρM
γ

c2 ϵ (3.2)

其中 ρM 是塵埃的密度，
ρM =

dm

ϵ̃
(3.3)

ϵ̃ 是時空 3+1 分解后的空間體元，dm 是體元内物質的靜質量。而 γ 是物質速度的函數，

γ =
1√

1− vivi
c2

(3.4)
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更嚴謹的寫法是，在與空間超曲面“適配”的坐標 {t, xi} 下，

γ =
1

c
Ua(dt)a =

dt

dτ
(3.5)

其中 Ua 是塵埃的四維速度，Ua =
(

∂
∂τ

)a；dτ 是塵埃的固有時間的微分。
下面來分別計算 ρM 和 γ 的變分：
首先，對於 ρM，

δρM = dmδ
1

ϵ̃
= −ρM

δϵ̃

ϵ̃
(3.6)

而對於 δϵ̃，代入(1.8)，
δϵ̃ = −1

2
gµνδg

µν ϵ̃ (3.7)

所以，
δρM =

1

2
ρMgµνδg

µν (3.8)

其次，對於 γ，我們在坐標 {t, xi} 下計算，
δγ = −γ

δdτ

dτ
(3.9)

其中，

δdτ =
1

c

√
(gµν + δgµν)dxµdxν − dτ

=
1

c2
dxµdxν

2dτ
δgµν

=
1

2c2
dτUµUνδgµν (3.10)

代入，并利用(1.6)，得到，
δγ = −γ

1

2c2
UµUνδgµν = γ

1

2c2
UµUνδg

µν (3.11)

綜上，我們有，

δLM =

(
δρM
γ

+ ρMδ
1

γ

)
c2

=

(
δρM
γ

− ρM
γ2

δγ

)
c2

=

(
1

2

ρM
γ

gµνδg
µν − 1

2c2
ρM
γ

UµUνδg
µν

)
c2 (3.12)

所以，LM 對 gµν 的偏導數爲，
∂LM

∂gµν
=

1

2

ρM
γ

(
c2gµν − UµUν

)
(3.13)

代入(3.1)，得到塵埃的能動量張量，
Tab =

ρM
γ

UaUb (3.14)

3.2 電磁場的能動量張量
電磁場（和其中的帶電物質）的作用量爲，

SEM =

ˆ (ρM
γ

c2 +
ρQ
γ

AaUa −
1

4µ0
F abFab

)
ϵ (3.15)

其中 ρQ 是帶電物質的電荷密度，
ρQ =

dq

ϵ̃
(3.16)
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Aa 是四維矢勢，在與空間超曲面“適配”的坐標 {t, xi} 下，
Aa

(
∂

∂t

)a

= A0 = −ϕ

c

Aa

(
∂

∂xi

)a

= Ai

(3.17)

這裏要注意，四維矢勢的協變分量 Aa 是與度規無關的，而其逆變分量則應視爲 Aa = gabAb，是與度規有關
的。具體理由在下面計算第二項的變分時給出。另外，在實際計算中，我們也確實習慣將 (dxµ)a 視爲坐標基
矢，將四維矢勢寫爲 Aµ(dx

µ)a。最後，Fab = (dA)ab = 2∇[aAb] 是四維電磁場張量，在坐標 {t, xi} 下，

Fab

(
∂

∂xµ

)a(
∂

∂xν

)b

=


0 −E1/c −E2/c −E3/c

E1/c 0 B3 −B2

E2/c −B3 0 B1

E2/c B2 −B1 0

 (3.18)

下面來計算 δLM：
首先計算第二項，在 3.1 節裏已經計算了 ρM

γ 的變分，類似地，

δ
ρQ
γ

=
1

2

ρQ
γ

(
gµν − 1

c2
UµUν

)
δgµν (3.19)

而對於 AaUa，四維矢勢不隨度規變化，但是四維速度含有 dτ，代入(3.10)，

δUµ = −Uµ δdτ

dτ

= Uµ 1

2c2
UνUρδg

νρ (3.20)

那麽，如果認爲 Aa 與度規無關（這是錯誤的），

δ(AaUa) = gabA
aδU b +AaU bδgab

= AaUa
1

2c2
UµUνδg

µν −AaUbδg
ab (3.21)

所以，

δ
(ρQ

γ
AaUa

)
=

1

2

ρQ
γ

AaUa

(
gµν − 1

c2
UµUν

)
δgµν +

ρQ
γ

(
AcU

c 1

2c2
UaUb −AaUb

)
δgab

=
ρQ
γ

(
AcUc

1

2
gab −A(aUb)

)
δgab (3.22)

實際上，第二項的變分應該等於 ρQ

γ AcUc
1
2gabδg

ab，這裏多出來了一項 −ρQ

γ A(aUb)δg
ab。這説明，我們確實應

該認識到 Aa 才是與度規無關的，而 Aa 則是 gabAb，是與度規有關的。
其次，我們計算第三項的變分，這裏顯然也是協變分量與度規無關，所以，

δ
( 1

4µ0
F abFab

)
=

1

2µ0
FabF

a
cδg

bc (3.23)

綜上所述，電磁場（和其中的帶電物質）的能動量張量爲，

Tab =− 2

(
1

2

ρM
γ

(
c2gab − UaUb

)
+

ρQ
γ

AcUc
1

2
gab −

1

2µ0
FcaF

c
b

)
+ gab

(ρM
γ

c2 +
ρQ
γ

AcUc −
1

4µ0
F cdFcd

)
=
ρM
γ

UaUb +
1

µ0
FcaF

c
b −

1

4µ0
gabF

cdFcd (3.24)
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在平直時空，坐標 {t, xi} 下的能動量張量分量爲，

Tµν =
ρM
γ

UµUν +

 W
→
S/c

→
S/c Wδij − 1

µ0
BiBj − ϵ0EiEj

 (3.25)

其中， 
W =

1

2

( 1

µ0
B2 + ϵ0E

2
)

→
S =

1

µ0

→
E ×

→
B

(3.26)
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